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J. Phys. A: Math. Gen., Vol. 12, No. 10, 1979. Printed in Great Britain 

Fonction gCnCratrice des invariants de Weyl du groupe SU(N) 

M Hage Hassant 
Institut de Physique NuclCaire (et IN2P3), Universitt Claude Bernard, Lyon-I, 43, Bd du 11 
Novembre 1918,69621 Villeurbanne, France 

R e q  le 15 mars 1978, en forme d6finitive le 6 dCcembre 1978 

RCumC. Prenant pour point de dCpart la fonction gCnCratrice de la base de reprksentation 
dans I’espace de Bargmann et utilisant les propriCtCs de cet espace et I’intCgrale de Gaunt, 
I’approche prksentte ici est une mCthode donnant une expression simple et compacte de la 
fonction gCn6ratrice des invariants de Weyl dont dCrivent les symboles 3-j du groupe 
SU(N). AppliquCe au groupe SU(2), la mCthode donne la fonction gCnCratrice des 
symboles 3-j de Schwinger. La fonction gCn6ratrice de la base de reprksentation de SU(3) 
est construite, et les ClCments de la matrice de reprksentation de SU(3) sont calculb; 
1’Cquivalence d’un ensemble de ces ClCments et de I’ensemble des fonctions harmoniques de 
Beg et Ruegg est dtmontrke. Pour le groupe SU(N) une nouvelle paramktrisation est 
proposie, la mesure invariante est dCterminCe, et des cas particuliers de recherche de 
fonction gknbratrice des invariants de Weyl sont trait& pour illustrer la mCthode (cas de 
SU(3) et de SU(N)). 

Abstract. We develop a method for obtaining a simple and compact expression for the 
generating function of the Weyl invariants. Our approach starts from the generating 
function of the representation basis in Bargmann space and uses the properties of this space 
in connection with Gaunt’s integral. From the generating function of the Weyl invariants it 
is possible to derive the 3-j symbols of SU(N). When applied to SU(2), our method merely 
leads to the well-known Schwinger generating function of the 3-j symbols. The generating 
function of the SU(3) representation basis is built, and the SU(3) representation matrix 
elements are calculated; the equivalence between a part of these matrix elements and the 
Beg and Ruegg harmonic functions is proved. We propose a new parametrisation for 
SU(N), the invariant measure of which is explicitly determined. As an illustration, we apply 
our approach to the determination of the generation function of the Weyl invariants in some 
particular representations of SU(3) and SU(N). 

1. Introduction 

L’itude des groupes unitaires prend de plus en plus d’importance en raison du r6le 
qu’elle joue dans la classification des particules ilimentaires ii interaction forte et dans 
1’Ctude des structures atomiques et nucliaires qui est l’un de leurs principaux domaines 
d’application (De Swart 1963, Kramer et Moshinsky 1968). 

La technique des opirateurs de bosons a 6ti dCveloppCe par Schwinger (1965) pour 
le group SU(2) puis Ctendue par Bargmann et Moshinsky (1960, 1961) et d’autres 
(Moshinsky 1963, Baird et Biedenharn 1963) au groupe unitaire U(N). Dans 
l’ensemble de ces travaux, les opkrateurs infinitesimaux des groupes unitaires exprim& 
ii l’aide des opCrateurs de crCation et d’annihilation des bosons ont CtC employb pour la 
construction des vecteurs de l’espace de la reprksentation dans l’espace des bosons ainsi 
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que pour le calcul des coefficients de Wigner (Moshinsky 1963, Chacon et a1 1972). 
Dans le travail de Schwinger (1965) est expose une mCthode utile pour la construction 
de la fonction gCnCratrice des symboles 3-j, mais cette mCthode est difficile B gCnCraliser 
au groupe SU(N). Bargmann (1962), Resnikoff (1967) et d’autres auteurs (Hongoh 
1974) ont essay6 de dCduire les symboles 3-j des invariants de Weyl qu’il leur a fallu 
construire, mais cette construction se revkle difficile en gCnCral pour SU(N) quand 
N > 2 .  

La consideration de cette difficult6 nous a conduit B procCder autrement. Notre 
approche consiste B construire la fonction gCnCratrice des vecteurs de la base de 
representation de SU(N) dans l’espace de Bargmann (1962) de laquelle nous deduisons 
la fonction generatrice des CICments de la matrice de reprksentation. Puis, utilisant ces 
dernibres fonctions et I’intCgrale de Gaunt, nous aboutissons B la fonction geniratrice 
des invariants de Weyl. Cette mCthode exige l’utilisation des transformations finie5 et 
une nouvelle paramktrisation de SU(N) ainsi que la dktermination de la mesure 
invariante sur le gioupe. La modification de l’expression de I’integrale de Gaunt par 
l’introduction de paramktres rCels et positifs convenablement choisis permet de la 
calculer dans l’espace de Bargmann et prCsente l’intertt de donner une expression de la 
fonction generatrice des invariants de Weyi sous une forme compacte et simple. 

Notre mCthode se caracterise par sa simplicit&. En effet, elle n’exige pas de longs 
calculs, soit qu’il s’agisse de retrouver des rksultats bien connus, ou d‘obtenir de 
nouveaux resultats. Elle nous permet de construire simplement la fonction gCneratrice 
du groupe SU(2). Elle nous permet de demontrer qu’un ensemble des ClCments de la 
matrice de reprksentation de SU(N) est solution d‘une Cquation diffCrentielle et que cet 
ensemble, dans le cas du groupe SU(3), est equivalent B l’ensemble des fonctions 
harmoniques dCtermin6es par Beg et Ruegg (1965). Enfin, notre mCthode permet de 
calculer les ClCments des matrices de passage d’une representation B une autre 
coefficients de Talmi. coefficients de Talmi-Moshinsky (voir Wong 1970). 

Dans cette Ctude, nous consacrons les prkliminaires au rappel des propriCtCs de 
l’espace de Bargmann et des proprietes des groupes unitaires, et nous exposons la 
mCthode de travail. L’application de la mtthode au groupe SU(2) fait I’objet de la 
premibre partie. Dans la deuxibme partie, prenant pour point de depart 12 fonction 
generatrice des symboles 3-j de SU(2), nous construisons la fonction gkniratrice de la 
base de representation de SU(3). Nous demontrons que l’ensemble des fonctions 
harmoniques determinkes par Beg et  Ruegg (1965) est Cquivalent i un ensemble de5 
ClCments de la matrice de representation. Nous construisons une fonction gCnCratrice 
d’invariants de Weyl. La troisikme partie expose une nouvelle paramdtrisation de 
SU(N). Nous dkterminons un ensemble des ClCments de la matrice de reprksentation 
qui est solution d’une Cquation de Laplace-Beltrami, nous determinons la mesure 
invariante sur le group SU(N) enfin, nous construisons la fonction gknkratrice pour un 
ensemble d’invariants de Weyl. L’appendice 1 est consacre ii la resolution de 1’Cquation 
de Laplace qui nous est utile. Dans l’appendice 2 est expose le calcul des 61Cments de la 
matrice de representation du groupe SU(3). 

2. Preliminaires 

2.1. Espace de Bargmann 

Nous appleons 9“ I’ensemble des fonctions analytiques entikres f (z i ,  oh z = 

( z , ,  z 2 , .  . . , z , )  est un point de l’espace Euclidien complexe a n dimensions C,,. 
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Le produit scalaire a .  b de deux vecteurs a et b appartenant B C,, est dCfini par 
(1 

U .  b =  1 dibj, 
i = l  

oii d est le conjuguC de a. 
Nous utiliserons aussi le produit (ub)  dCfini par 

n 

(ab)  = 1 aibi. (2.2) 
i = l  

2.1.1. Espace de Hilbert gn. Le produit scalaire de deux ClCments f et f de 9,, s'Ccrira 

n n 

Oii 

Le complexe conjuguC de f ( r )  est f(r). 
De la relation (2.4) on dCduit que 

(2 h,, 2;)) = a,,s,h,hi !, (eoLzt, e:') = e'fiaih (2.6) 

Les opCrateurs zk et dk = d/dzk sont des opkrateurs sur gn et sont adjoints l'un de 
l'autre car on vCrifie que 

(zkf, g )  = ( f ,  dkg), (d$, g )  = ( f ,  zkg), 

et 

2.1.2. Transformation unitaire %U. A chaque transformation unitaire U de C,, on fait 
correspondre un opCrateur %U dCfini sur 9,, par 

(2.8) 
sont respectivement la matrice transposCe et la matrice complexe conjuguCe de 

( Vt U )  = '%U, %U = Tu. (2.9) 

La transformation %U Ctant unitaire, elle posskde les propriCtCs: 
Premi2rement: %U est un optrateur linCaire et unitaire qui laisse invariante la 

mesure dp,,(z). 
Deuxigmement: La matrice U Ctant unitaire, il en dCcoule (voir Hage Hassan 1970) 

que dans le dCterminanj de la matrice U, si nous remplaGons les k vecteurs colonnes 
i l ,  . . . , ik(k s n )  par k vecteurs jl, . . . , j k  choisis parmi les n vecteurs de la base 
{ei = (0, 0,  . . . , 0, 1, 0, . . . , 0)}, le nouveau dkterminant est Cgal B det( Uimim.) det( U), m, 
m'=  1,. . . , k. 

t -  
( %Uf )(z  1 = f ('UZ ) , uu = I. 

et 
la matrice U = (Uij), 



1636 M Huge Hassan 

Troisibmement: Si la transformation UN appartient au groupe unimodulaire 
SU(N), elle ne depend que de N 2  - 1 paramktres independants et le det( U,) = 1. Nous 
choisissons de remplacer dans la notation 'UN par U ,  et de poser z ' =  U V ( z )  dans 
l'expression (2.8). 

2.1.3. Espace produit direct. L'espace produit direct g(,,)O 9(n2) . . . 0 P(,,,) correspond 
B une decomposition de 9(,) = 9~nl+nz+...+np) avec n = n 1 +  n2 +. . . + np, 

1 1 1 1  
2 = ( Z i ,  2 2 ,  2 3 , .  . . , Z;,), 

2 2 2 2  2 
Z =(Z1, 2 2 ,  2 3 ,  7 f n ? ) ,  

et 

Si nl  = n2 = . . . = np = n l'espace produit direct sera noti et dans le cas 

Tuf(z) =f('Uz')  x . .  . x f ( ' V z P )  (2.12) 

2.2. Reprisentation du groupe unitaire 

2.2.1. Les iliments de base de la reprisentation. Nous considerons l'espace Dp,] des 
polynbmes homogbnes qui est un sous-espace de &:',. Toute fonction appartenant h 

est definie par 

~ ( A ~ z ' ,  A ~ z ~ ,  . . . , A , J " ) = A ? A : ~ .  . . A ? ~ ( Z ' ,  z 2 , .  . . , z ~ ) ,  (2.13) 

avec 

k 1 3 k 2 3  . . .  a k , ,  

hi = k i -  k2, 

2' E c,, 
h:!= k 2 - k 3 , .  . . , h, = k,. 

L'espace produit direct est 

D [ h l , h  Z , . . . , k k ] = D [ h l ] @ D [ h Z ] ~ .  . . @ D [ h k l ,  

avec 

[ h k ] = [ h : ,  h i , . .  . ,  hk,]. 

(2.14) 

La base de representation du groupe unitaire qui a t te construite (Moshinsky 1963, 
Baird et Biedenharn 1963) dans I'espace des bosons correspond dans I'espace de 
Bargmann A I'ensemble des vecteurs orthogonaux appartenant au sous-espace que 
nous notons: 

(2.15) *y = f l E { ( Z 1 ,  z 2 , .  . . , Z n ) .  
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Les opkrateurs des transformations infinitksimales seront Ccrits 

cij = (Zidi) ,  Cij = (Zjdi), (2.16) 

avec 
1 2  z i  = (21, z:, * . . , Z h  z i = ( z i , z i , .  . . , z ? ) ,  

d' = ( d l ,  di, . . . , d i ) ,  di = (df,  d:,  . . . , d l ) .  
Les Clkments de base qti doivent satisfaire les conditions 

C i i ~ : i  = k i ~ : { ,  

c"qy = o  pour i <j .  

Notons que 

(2.17) 

(2.18) 

&hl,[h'l = a h l h i  . * ah ,hb .  

I1 en rksulte que ces vecteurs de base sont fonction de dkterminants indkpendants 
formks de colonnes des matrices (zj), j S i S n. 

Pour UN appartenant h SU(N) la base de reprksentation ~ i j  ne dkpend que des 
N - 1 premiers vecteurs et hN = 0. 

Cii doit etre remplacC par 
n 

C.. -Ha.. If, H = Cii. (2.19) 
i = l  

Pour N = 2, 

,-I$], = Y-L, (2.20) 

et dans cette reprksentation V i  est fonction propre du carrC du moment angulaire et de 
sa projection sur l'axe des z.  

Pour N = 3, 

qlt; = VtGtt,:o.y), k l = h  +p,  k Z = p .  (2.21) 

Cette reprksentation est fonction propre du carrk du spin isotopique t2 ,  de sa projection 
tz sur l'axe des z ,  et de y qui reprksente le triple de I'opCrateur hypercharge. 

Dans la suite de ce travail, il ne sera question que de sous-groupes unimodulaires. 

2.2.2. L a  reprisentation irriductible DCh'( UN) .  Cette reprksentation est dCfinie par la 
restriction de l'action TUN au sous-espace D [ h ] :  

T~,S'I,S = D ~ ) , ( ~ ) ( u N ) ~ V ! ) .  (2.22) 
(a') 

(2.23) 
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(2.24) 
P 

oh (t)!:; est l’ensemble d’un produit de paramktres reels ou complexes constituant en 
general une base de l’espace de Bargmann un facteur multiplicatif prks, introduits 
pour donner une forme exponentielle a GN(t ) .  

Nous ecrivons B l’aide de l’expression (2.22) la fonction generatrice de Dpafi,,n, ( r/, ): 

Dans l’espace produit direct D [ h i , h Z ,  ..,h*I la fonction generatrice sera notee 
k 

GL(r, UN)= II Gh(f, UN!, 
( - 1  

et la transformation unitaire s ecrira 

(2.27) 

(2.28) 

La relation (2.25) permet d’ecrire 
~ ( 1 . 2 . 3 ’  U ,  YtP =Zp. 

Xo est donc un invariant de Weyl. 

(2.31) 

12.32) 
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Les invariants 2, sont fonctions propres d’un ensemble d’opCrateurs qui peuvent 
etre dCterminCs comme l’ont deja montrC Brody et ai (1965). I1 est important de 
remarquer que le calcul des symboles 3-j provient du dkveloppement de %‘L(t) 
dkveloppement qui donne aux symboles 3- j  les formes les plus simples ce que l’on 
n’obtient pas par le dCveloppement des invariants de Weyl. Pour obtenir une expres- 
sion G%(t) sous une forme compacte, il faut introduire des variables rCelles et positives 
dans G$(r, U,) et effectuer l’intbgration dans l’espace de Bargmann comme le 
montrera ce qui va suivre. 

3. Cas du groupe SU(2) 

La fonction gCnCratrice des ClCments de la matrice de rotation &*,,(U2) a pour 
expression 

(3.1) 

avec 

COS 812, a2=e  sin 812; (3.2) 
- i (Q+W/Z -i(Q-Y)/2 a l  = e  

#, 8 et T sont les angles d’Euler. 

(Edmonds 1957) 
Les ClCments D’,.,, ( UZ) forment un ensemble de polyn8mes orthogonaux 

D’,#,,(U2) = Dk,,,(#, 8, y) = e-””d’,~,,(B) e-’*’”, 

dU2=$sin 8 d 8  ( 1 / 4 ~ ) d #  (1 /4~)d* .  (3.3) 
Les Clkments de la base Di sont fonctions propres du carrC du moment angulaire J 2  

et de sa projection J, sur l’axe des z :  

y’,(zl, z2 )  = zi+“z’;”/[(j+ m)!( j - m ) ! ~ ” ~ ,  

J~ = JAJ, - 1) + J ~ J ? ,  J :  = C12, (3.4) 
1 

J ,  = b G 1 -  C22)r  J -  = C21. 

Dans ce qui va suivre, nous remplaqons @(x,  z )  par @(R2x, z ) ,  oh R2 est un 
paramgtre rCel et positif. Nous posons 

2 2 y1 = R2al = p l  ei41, y 2  = R2a2 = p2 ei*z, 
et 

p1= R2 cos 812, 

41 = - (4 - w12,  

p2 = R2 sin 812, 

42 = - (4 + w129 

(3.5) 
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Le dCveloppement de cette expression permet d’tcrire 
R2i i 2 2 7 7  2 1  2Dm’,m(lJ~)=DL~,m(yl, YZ, YI ,  YZ)=D’,,.~(Y Y 1. 

De l’expression (3.6) decoule 

a2 a2 
( , = i + ~ - ) @ ( R ~ x ,  Z) = O .  

a y  1 a y  1 a y 2  ay,” 

L’orthogonalitC de V.’, implique 

(3.7) 

(3.8) 

13.9) 

La rtsolution de l’tquation difftrentielle (3.9) dans le cas general est exposee dans 
l’appendice 1. Nous remarquons que 

(3.10) dy? dy: = (R:/4) sin 8 d41  d d 2  dR2 

et 
- 

(3.1 1) 2 - 2  I D G i , m l ( Y  9 Y )D%;,m2(y2, y2)  dp2 ( y 2 )  =(2j l+  1 ) ! ~ / ~ / 2 a m ~ m ~ a m ~ m ~ ~  

l’expression (3.1 1). - 

Le changement de domaine de variation de 41 et 4 2  i O , 2 v  ne modifie pas le risultat de 

Ainsi les Clements D’,.,,(y2, y 2 )  appartiennent a un espace homogkne qui a la 
m$me mesure que l’espace de Bargmann. La fonction gCnCratrice des symboles 3-j 
s’obtient par intkgration de l’expression 

G: =I fl (@(XI, z ‘ ) )  dpz ( y 2 )  
3 

t = l  

(3.12) 

Nous obtenons le deuxikme membre de l’expression (3.12) en utilisant l’expression 
(3.6). En regroupant les coefficients de y?, y2, yl ,  y 2  et  en  nous servant de l’expression 
(2.6) nous obtenons 

2 7 - 7  

G: = exp(1  [(x;z; ~ x i z : )  -(x;z;)(x:z: 11) 
I /  

= e x p ~ [ x ’ ~ ~ ~ [ ~ ~ ~ ~ ] + [ x ~ ~ ~ ~ [ ~ ~ z ~ ] + [ ~ ~ ~ ~ ~ [ ~ ~ z ~ ] )  

(3.13) 

OC 

J = jl + j 2  +j3, [x‘x’] = xix; -x:x;. 

La dernikre expression (3.13) est obtenue en effectuant l’integration de l’expression 
(3.12), OC @(xi, zi) a Ctk remplact par son dtveloppement (3.1). Ensuite de la 
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multiplication de (3.12) par Il:=l VLi(zi) et de I'intCgration par rapport A Il?=l dp2  ( z i )  
du rksultat obtenu nous dCduisons les invariants hJ pour 

soit 

(3.14) 

Les invariants h.' sont les vecteurs normCs appartenant au sous-espace invariant par la 
transformation 

(3.15) 

La construction de la fonction gCnCratrice de la base de reprksentation de SU(3) 
nous impose le dCveloppement qui suit: 

La fonction gCnCratrice des ClCments de la base { Wk3 (XI, x 2 ) }  de l'espace produit 
direct D~jl ,hl=Di10Di2 se dCduit de hJ en remplaqant x :  par Z1 et x:  par - 2 2 ,  en 
multipliant par (J+ I)!cD(~;+%~) (tl, r 2 ) ~ $ 1 - i 2 ) ( ~ 1 7  7 2 )  et en effectuant lasommation par 
rapport A j i  du rCsultat obtenu 

~ ( 1 . 2 3 )  = ~ ( 1 )  0 TE; 0 TE;. 
U2 

( j  + '  +1/2) 

9 = f l  eXp[f l f 2 [ X  ' X 2 ]  + f l  T 1 ( X  '2)  f f 1 T 2 ( X 2 Z ) ]  

(3.16) 

C'est l'introduction du param&tre tl que nous faisons ici qui diffirencie cette expression 
de la fonction gknCratrice des symboles 3-j de l'expression qu'a construite Schwinger 
(1965) (voir relation (4.6)). 

Wk3 est fonction propre de 

J 2  =J3(J3 - 1) +J'J-=J,(J, - 1) + J'J-, (3.17) 

avec 

J+ = c12, J- = C21, JZ = i(Cii - C22), 

J +  = C12, J -  = c21, J' = $(C" - C22). 

A l'aide des relations (2.6) nous pouvons mettre 9 sous la forme 

71 = ll{eXP[flf2[6 6 I +  fln(Zi?) + fl~@i?)I exP[(6'x1) + (6 'x2 ) ] )  dp4 (6) 

= z(& 7% 2, (6'9 c2)) exP[(6'x1) ( 6 2 X 2 ) 1 -  (3.18) 

Nous remarquons que la fonction gCnCratrice Wk3 ( x ' ,  x 2 )  s'obtient par application de 
I'opCrateur 9 ( r ,  T, 2, ((I, t2)) A la fonction gCnCratrice du produit U?='=, ?&,(xi). 



1642 M Huge Hassan 

4. Cas du groupe SU(3) 

4.1. Fonction ge‘nkratrice de la base D[A,(.j 

Les vecteurs de base Y”t&,tLro.y)(zl, z 2 )  de I’espace D L ~ , ( . ]  sont fonctions propres de 
l’opiratcur de Casimir du second ordre T2 ,  de la projection To de T sur l’axe des z, du 
triple de l’operateur hypercharge Y et opt pour valeurs propres respectiveinent t ( t  + 1 j, 

to et y.  Nous avons 
I l l ’  2 2 2 2  z =(z1,z2,zj). z = (z1,22,23), 

1-+ = c 1 2 .  T- = C2i9 0 - 2(C11-- C22). 
13.1 I T -1 

L’operateur de Casimir du second ordre s’ecrit 

T 2  = To( To + 1 ) + T+ T-, 
de plus 

3 

Y = 1 c;, - 3 c 3 3 .  
i = l  

14.21 

D’aprks la relation (2.17) des priliminaires. 

CI2Y$) = 0. (4.3) 

Les vecteurs ~trt&,,~) (zl, z’) appartiennent i I’espace D,, OD,OD, qui a pour elements 
de base YfA1(z;, z ; ) 7 G 2 ( z : ,  z:)Ctrk3(z:, 2:) et pour fonction giniratrice 

La fonction generatrice des fonctions propres W:c, (zl, z 2 )  de T 2  et de To se deduit 
par l’application de l’operateur 2 ( r ,  T, Z, (xl, x2)) (cf relation (3.18)) B exp[Z.?,l (x ,z , ) ] :  

exp[x.t= 1 (xlzl 11. 

14.11 

En tenant compte des relations (3.17) et (4.3) et en appliquant A I’expression (4.4) 
I’opCrateur 9(f ,  Z ’ ,  T:, (T. x3)) on peut obtenir la fonction gkneratrice des vecteurs de 
base 7’”&.y)(z , z ): 

2W1 =tit; e x p { t l t 2 A ~ 1 ~ 2 ) + t ~ r ~ [ ( t l Z 1 z ~  + flZZz:)z: - ( t lZ lz?  f t l Z 2 z ~ ) z : ]  

1 2  

t riZ\ [T:(tlZlz: + r l Z 2 z ~ ) + ~ ~ ( t l Z 1 z ~  + Z ~ Z ~ Z : ) ]  

+ r ; z ; ( T : z :  +T;z:)}. i4.5) 

Pour que la relation (4.3) soit satisfaite 75 doit 6tre Cgal B zero et nous obtenons la 
fonction gCnCratrice G3(rj: 

G3(t) = tit\ exp[tl t2A:”2’ + t;t;tl(Z2A:1.2’ - ZlAk1.2’: 

+ tlt;Z;7?(ZIz i + z 2 z ; ) +  tiZ;T?z:’j 
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Nous avons 
A(1.2) = (A(192) , A:’,~), A ~ S ~ ) )  = ((2:~:: -&;), (&: - z : ~ : ) ,  (2:~; -z:z:)) .  

1 2 2  Dans le cas oii z1 = ( z i ,  . . . , z , )  et z = ( z l , .  . . , z’n) les m&mes procCdks de calcul 
conduisent 2i la fonction gknCratrice de la base Vt$(zl ,  z2) .  

4.2. Elgments de la base de la reprisentation DA@ 

La paramktrisation de SU(3) est dkjh connue. Dans ce travail, nous reprenons la 
paramktrisation de Nelson (1967) 2i laquelle nous apportons quelques modifications qui 
vont nous permettre d’ktablir une nouvelle paramktrisation de SU(N). 

NOUS pouvons Ccrire la matrice = (U;) sous la forme 

(U;’) = U2(a)g3U:!(a’)%3, (4.7) 
al  a2 0 1 0 ~1 ~2 0 dl 0 0 

(U:)= 1-7 O ] [ O  b; :I[-: O ] [ O  dl 0 1, 
0 1 0 -b2 bl 0 1 0 0 (&)2 

(4.8) 
avec 

a l = e  b i z  COS ~ / 2 ,  c1 = e  cos 0’/2, dl =e”, -i(+’-@’)/Z -i(+-@)/2 cos 0/2, 

-i(++@)/2 a2=e  8/2, 62 =sin u/2, c2 = sin 0’/2, (4.9) 
-i(+’+@’)/2 

les modifications portent sur la matrice 

0 -G F 
que Nelson (1967) Ccrivait 

-b2 0 61 

et U2(a) = US (a). 

(4.6) 
Comme dans le chapitre prCcCdent (voir (3.5)) nous remplacons dans l’expression 

t2, Zi, 2 1 ,  z2 

respectivement par 

t2R3, Z;R3, Z1R2JR3, Z2R2JR3. (4.10) 

Dans la fonction gCnCratrice des Clements de la base Vt$ nous posons CL = q et p = 0 et 
nous kcrivons 

y :  = R3 cos(42) e-2ip, y :  = R3 sin(u/2) cos(0’/2) ei[B+(”-@’)/2+*7, 
(4.11) 

y :  = R3 sin(v/2) sin(8‘/2) eirp+(”+*’)/23 
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En tenant compte de la deuxiZme propriktt des transformations unitaires (9: 2) nous 
pouvons Ccrire que 

+(y: z :  + y : z :  +y:z:)t;Z;T:]. (4.12) 

Par dkduction, 

14.13) 

Les ClCments de base de VtCl”, Ctant orthonormCs, nous pouvons ecrire 

Ai(R:A+IriD:~,c..6,(U3)) = 0, (ab)=(O,C,-2(A-p)),  ( a ) = ( f ,  h y ) .  (4.14) 

La rCsolution de cette Cquation (voir appendice 1) nous donne l’expression des 
ClCments: 

D ~ ~ o , y i , ~ 0 . 0 , - 2 ~ A - ~ ~ ~ ( v ~  0 ‘ 7  @? 4, P )  
i A + I r + l i / 2  i irn,+,+wi2++m + 1 I 

= ( 1 /sin 4 2 1 d ,,, + 2 + 1 ) 12, - 2 - 1 ~2 ( 1 e ’ d,m2+m3i,2 rc,\o), 
(4.15) 

avec ml=$(A-p-y) ,  m2+m3=$[y+2(A-p)], rn2-m3=2t0 et o i ~  dL,,,(O1= 
D’,,,,(O, 8,O)  (voir Edmonds 1957). Ces ClCments sont orthogonaux par rapport B la 
mesure 

d p 3 ( ~ 3 ) = d ~ l  (y:)dp1 ( Y : ) ~ w  (~3. (4.16) 

Puisque ‘Vt$ est fonction propre de T2 et de TO nous pouvons en deduire que les 
ClCments Dt,$,(a,i (U3) sont orthogonaux par rapport B 

d p 3  ( ~ ) = d p 3  (y3)dp2 (~’1.  (4.17, 

L’Cquation diffkrentielle (4.13) donne les Cltments D$),,,6,( U,) ii un facteur de 
phase prZs dont la ddtermination s’effectue B partir des ClCments de la matrice (U?, 1: d1,  
42, 43 sont donnCs par 

41 = -2P, (4.181 

Le calcul des ClCments DtLj,(,6) (U3) dans le cas gCnCral est expose dans l’appendice 2. 
Les ClCments de l’expression (4.15) sont Cquivalents aux fonctions harmoniques de 

Beg et Ruegg (1965), et ceci confirme le rCsultat dCj6 obtenu par Nelson (1967) aprZs 
un long calcul. 

42 = P + (4’ - *’)/2 + 7r, 43 = P + (4’ + *‘)/2. 

4.3. Fonction gknkratrice des symboles 3-j 

Un des intCr&ts de notre approche rtside dans le ditermination de la fonction 
gCnCratrice des symboles 3-j B l’aide de la mCthode d’intigration. Dans l’expose du cas 
p = 0 ou p = q s’illustre la simplicit6 de la mCthode. Nous utiliserons la relation (2.30) 
comme nous l’avons dCj2 utilisCe pour calculer les symbols 3-j du groupe SU(2) (voir 
relation (3.12)). Nous posons 

[ j ]  = 2( j - 1) + 1, j = 1, 2,3, 14.19) 
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la fonction gCnCratrice G$ (ti,  U,) (voir (4,6)), 

(4.20) 

Si dans notre traitement nous nous limitons au cas oh q = k, nous avons 
I’expression 

G3(t)  = Et] exp( R3((Y:(A:i1’[i1f1)’+p:(Z$)’)+ R2d&?{(z!”)‘) d k 3  (y), 

Oh 

calculer 

3 23  

j= l  j = l i = 1  

(4.21) 

3 

j = 1  
[ t ]  = Jj tit? 

Nous notons (z)’ et ( z ) ~  les transform& d’un vecteur ( z )  par U3 et par U2, et nous 
Ccrivons 

U3 = u2u3, u 2 =  U2 

et 

(4.22) 

Reportant les expressions (4.22) dans l’expression (4.2 1) et effectuant I’intCgration par 
rapport ?i y: comme dans l’expression (3.12), nous obtenons 

G3(r) = I [ t ]  exp( 

-2 [il 2 -2 [jl 2 R2(Zyl)’= y:(zyl)2+y:(zy’)2, R2(zI2”)’=-y2(z1 ) + Y l ( Z 2  1 * 

3 

j = 1  
R ~ ( L Y $ ( A ~ [ ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~ )  ) ’ +P$(z:i])’) 

D’aprks la deuxikme propriCtC des groupes unitaires (voir 0 2), 

de mtme 

(4.23) 

(4.24) 

(4.25) 

Reportant les expressions prCckdentes dans (4.23) et effectuant l’intkgration ?i l’aide de 
la relation (2.6) il vient 

det(P ’, p2, p3)  est le diterminant construit ii partir des composantes des trois vecteurs 
0’ = ( p i ,  pk, pi), i = 1,2,3.  

Nous avons exactement le mtme procCdC si au lieu du cas q = p nous traitons le cas 
p = 0. 
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Le dkveloppement de G3(t) s’exprime en fonction des invariants de Weyl XP (2.31). 

(4.27) 

En utilisant cet opkrateur, nous pouvons sCparer les diffkrents invariants Z,,, ce qui 

Moshinsky (1963) a construit l’opbrateur X tel que 

x. 2Yo = X ( p )  . 2ep. 

Les valeurs propres X ( p )  de X sont distinctes. 

permet le calcul des symboles 3-j. 

5. Cas du groupe SU(N) 

Pour determiner les symboles 3-j dans le cas gCnCral, nous sommes amenes a considerer 
un ensemble de paramktres qui nous permet de construire la matrice (U; )  de SU(N)  
d’une part et de dCterminer la mesure invariante sur le groupe d’autre part. 

5.1. Parame‘trisation du  groupe SU(N)  

Nous faisons remarquer tout d’abord que si le nombre de paramktres dont depend 
U,,+,, est U = ( N  - l),- 1 et si le nombre de paramktres dont dCpend U,v est L‘ = 
N 2  - 1, la diffCrence U - ic = 2N - 1 correspond au nombre d’angles d’un vecteur 
appartenant i C, dont le module est Cgal A 1. 

U:,, U333) qui compose la, derniere ligne de la 
matrice de U, = (U;,)  et 

U, = u2u3 = U,(g3U2%3j, u2 = U,. (5.1) 

Pour N = 3 ce vecteur est ( 

Pour N 3 3 nous posons UN sous la forme recurrente 

UN = UN-&+ = UN-l(gNUN-l%Nj~ i5.2) 

Nous imposons au vecteur qui compose la dernikre ligne de la matrice (U:  ) de 
dCpendre des 2 N -  1 paramktres qu’il faut ajouter Q ceux dont depend U,,-, pour 
trouver ceux dont dCpend UN. Nous notons le dkterminant de la matrice ( z j ) ,  i, 
j = 1, . . . , N, et A:13-’3N-1) le cofacteur de z y .  

D’aprks la deuxikme propriCtC des transformations unitaires (voir ii 2 )  nous ecrivons 

Les matrices VN et gN sont 
0 . . . 

I N - 2  0 

0 -sinuN/2 cosvN/2 

avec 0 s VN s T ;  I N - 2  est la matrice unit6 d’ordre n - 2 .  

(5.4) 
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I1 est simple de vCrifier que la transformation UN est unimodulaire et que la dernikre 
ligne de la matrice UN ne dtpend que des paramktres A ajouter A ceux de la 
transformation UNwI pour obtenir ceux de la transformation UN. 

5.2. La mesure invariante 

Les ClCments cis!! de la base de l’espace D [ h ]  tels que 

ciifl:; = kiv% ci,Vg; = 0, i <i, (5.5) 

oii ki est dCfini dans (2.13), forment 1esClCments de poids maximal de la base et ont pour 
fonction gCnCratrice: 

Nous remplaGons ti par t{Pi et tj par tjPj, avec 

P i  = P 2 =  R 2 J K  

et pour j 3 3  

Pj =Rj[(P(i+ 1)11’2, P N  = R N y  y?’ = uE,R, (5 .8 )  

oii les parambres R sont rCels et positifs. 

nous tenons compte des relations (5.3), nous avons 
Si nous nous limitons au cas particulier oii les ti et les ti sont nuls sauf pour i = N et si 

(I, ..., N-1) I GN( t ,  U > m  =expEP~tk(A + t N P N  ( Z h ) ’ ]  

Nous remarquons que 

et de l’orthogonalitk des ClCments cis:{ nous dCduisons que 

AN-2Rrtri+h,-,)D~ltf;~~~j..’h,_,] ( U N )  0. (5.10) 

La rCsolution de 1’Cquation (5.10) est dCveloppCe dans I’appendice 1. Les solutions de 
cette Cquation sont orthogonales par rapport A la mesure dpN (y”)  il en risuite que les 
ClCments Di!i,(a,)( UN)  sont orthogonaux par rapport ri: la mesure 

N N 

i=2 i=2 
d p N  ( y )  = n dpi ( y ’ )  = n (e-RfR:i-’) dUh. (5.11) 

Nous pouvons calculer dUN = A N  d U h  sachant que dUN = 1. 

dkduisent de la relation 
Les opCrateurs infinitdsimaux Cii ont pour correspondants les opdrateurs Cij qui se 

(5.12) CiiGL(t, U),,, = ki jGL(t ,  U)m. 
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Nous obtenons 

2ii = ( y r a / a y Y  -Sf”a/i$7. 
Les ClCments Di:j,(*b) ( U N )  forment un ensemble de fonctions harmoniques. Ce 
resultat est la gCnCralisation 8 SU(N)  des rdsultats de Beg et Ruegg (1965) pour SU(3). 

5.3. Fonction giniratrice des symboles 3-j 

Nous considkrons la fonction gtntratrice G%(t, U ) ,  dkduite de l’expression (5.7), 

~ f ; ( ~ ,  uNim = exp( 

Oh 

N 
t ~ k ~ i ( ~ ~ [ k l . l k l + l  ..... l k l + i - - 2 )  ) t + f r:pj(zy,~), (5.13) 

i=3 1’1 

[ k ]  = ( k  - 1)(N - 1)+ 1, k = 1 , 2 , 3 .  

Les ClCments des dtterminants A~[k1,rk1t1 , . . . . rk1t i -2)  sont (z:]+~*) avec O S  m s i - 1 et 

En utilisant l’expression (2.30) et les relations (5.3) nous pouvons kcrire 
1 c n c i .  

(5 .14)  

Comme dans le cas de SU(3) nous sommes amenb  effectuer l’inttgration par parties 
en utilisant les relations (5.3): 

(5.16) 
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Ces calculs montrent que l’indgration ne prisente pas de difficult& particulibres. 
Nous pensons qu’il existe une mCthode simple pour effectuer l’intkgration dans le cas 
gCnCral sachant que la construction de la fonction gCnCratrice GN(t, UN)  peut &re 
dCduite de la base de la reprbsentation du groupe unitaire dans l’espace des bosons (ou 
l’espace de Bargmann). 

6. Conclusion 

Dans ce travail, nous avons prCsentC une nouvelle approche dans la dktermination des 
symboles 3-j des groupes unimodulaires. Notre approche consiste B partir de la 
fonction gCnCratrice des ClCments de la matrice de reprksentation prealablement 
dCduite de la fonction gCnCratrice des vecteurs de la base de reprdsentation dans 
l’espace de Bargmann (1962), puis ii utiliser l’indgrale de Gaunt pour obtenir la 
fonction gCnCratrice des invariants de Weyl. Dans 1’Ctude du cas SU(N),  nous avons 
introduit une nouvelle paramktrisation du groupe SU(N). Cette paramktrisation 
rtcurrente, peut etre symboliquement dCcrite par U ,  = U N  et UN--I = UN-’.  
U N - * .  . . U’ oG la dernibre ligne de la matrice de la transformation UN notCe (U:) 
dCpend des 2N - 1 parambtres qui complbtent les parambtres de UN-l .  

L’intCrGt de la mCthode apparait quand l’ayant appliquCe B 1’Ctude du groupe SU(2), 
nous avons obtenu la fonction gCnCratrice de Schwinger (1965) B partir de laquelle, 
nous avons construit la fonction gCnCratrice des vecteurs de la base de reprksentation de 
SU(3). A partir de la fonction gCnCratrice des ClCments de la matrice de reprksentation 
de SU(3), nous avons dCmontrC simplement que les fonctions harmoniques dCduites par 
Beg et Ruegg (1965) sont des 61Cments de la matrice de reprksentation, ce qui confirme 
la conclusion que Nelson (1967) a obtenue par une mCthode nicessitant un calcul 
complexe dans ie cas de SU(3). Et nous montrons que cette conclusion est 
valable dans le cas gCnCral et nous en dCduisons la mesure invariante sur le groupe 
SU(N). Nous donnons ausi l’expression des C16ments de la matrice de representation 
de SU(3). 

Dans le travail de recherche des fonctions gCnCratrices des invariants de Weyl, il 
nous a paru important d’Ctudier des cas particuliers qui illustrent bien I’intCrCt de notre 
mCthode. Dans 1’Ctude de ces cas particuliers, nous avons CtC amenCs B introduire des 
paramktres qui nous permettent d’utiliser les propriCtCs de l’espace de Bargmann 
(1962) dans le calcul de I’intCgrale de Gaunt, ce qui nous donne une expression 
compacte et simple des fonctions gCnCratrices. L’Ctude complete des fonctions 
gCnCratrices des invariants de Weyl, qui n’est pas traitCe ice, fera l’object d’un travail 
ultCrieur. 

Appendice 1 

Nous cherchons les solutions de 1’Cquation Apqh = 0, sachant que 

p+2 a’ 
i=l ayi ayi 

A,= 1 -, (Al .  1) 
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y l  = R ei*, cos 01, 

y2 = R eib2 sin el cos e2, 
y3 = R ei*3 sin O1 sin O2 cos &, 

yp+l  = R e'*cPL1) sin B1 sin O2 . . . sin O p  cos O p + l ,  

yp+2 = R e1*(pt2) sin 81 sin 02 . . . sin O p - i .  (A1.2) 

Pour exprimer A, en coordonnees polaires, nous devons calculer la metrique 
ds2 =E:=': dy, djj,. 

Si nous posons 

iA1.3~  

nous pouvons Ccrire 
P +  1 , p + 2  C (dp! @)=do: +cos2 O1 d4: +sin2 d p i z ) ,  (A1.4j 
i = l  

P + 2  

1 = 1  I = 3  
(dPfdp)=dOt+cos2  02d&+sin2 02 (y2dp?dp i ) .  (A1.5) 

Sachant que dp;;; dp;:; = dd;, nous pouvons calculer ds2 et l'expression de A, en 
coordonnees polaires. En tenant compte du fait que ds2=Erf  g,, dx, dy, est une 
metrique, l'operateur de Laplace-Beltrami s'kcrit 

g = W g , ,  1, g" = @Ilf. 

(A1.6) 

p 12 

X d;~[~~:l:fm[,+z))/2.(m(,+ij-m[~+zj)/2 (28~+1) exP( i C m k 4 k )  9 
(Al.7) 

k = 1  

ou [ j ] = p  + 1 - j ,  [mi] = n;+l + [ j ] ,  n l=  n. 
Les nj sont des constantes entikres et n l ~  n2 3 n3 . . . a np+l 3 0 Les fonctions q,* 

sont orthogonales entre elles et sont fonctions propres de I'opCrateur de Laplace- 
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Beltrami A i  qui a pour mCtrique dd2. La fonction de poids est 
P+1 

i=l  i=l  
gp = (sin ei cos &) fi (sin 6i)2(p+1-i) (A1.8) 

Appendice 2. Elements de la matrice de reprbentation de SU(3) 

Soit G1 = exp(r . A‘1,2’+s . r’)tlt; la fonction gCnCratrice de la base de reprksentation 
Y& de SU(3) (relation (4.6)), avec 

rl = t;tht1z2, r2 = t; t l t iZ1, r3 = ~ 2 ,  

s1= t1t;z;r:z1, s2 = t1t;z;7:z2, s3 = t;zir:. 
D’aprbs I’expression (2.26) nous Ccrivons 

nous obtenons la fonction gCnCratrice de Yt& que nous notons 

G; = EZexp[ii. 6(lv2)+ fi. 2’1 

ou bien 

La fonction gCnCratrice des ClCments D ~ $ J ~ , )  (U3) est 

( T u , G i ) Z d ~ ( z )  

soit 

(A2.1) 

(A2.2) 

(A2.3) 

(A2.4) 

(A2.5) 
(a’) 

(A2.5) est obtenu en remplagant GI et G; par leur dkveloppement respectif (voir 
relations (A2.1) et (A2.3)). 

Le calcul de I’intCgrale s’effectue par la mkthode de la dCrivation sous le signe 
somme en considCrant les composantes de r, s, U, U comme des parametres et en 
utilisant la relation (2.7). Nous obtenons 

>. exP( 1-U.0  

U . S ’ - ( U .  u ) (u ’s ’ )  tltiplp; 
(1 - U  r’)2 

D =  (A2.6) 
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avec 

s’ = U3(s‘), r’ = ‘U3(r). 

La comparaison du dkveloppement de l’expression ci-dessus (A2.6)  et du develop- 

Ainsi, nous pouvons Ccrire 
pement de (A2.5)  nous permet d’obtenir les ClCments D $ I , ( ~ )  (U3). 

[(A + 1)’(2t + 1)(2t‘ + 1)]1’2  
A !  D:5,,cm,(u3) = 

X Cf;’[(A + p  + I ) !  (A + p  - 9  + l ) ! q !  ( p  - q ) ! p !  (A - p ) !  
x ( p  + p ‘ +  l ) !  (A + p  - 4 ’  + l ) ! q ’ !  ( p  - q ’ ) ! p ’ !  (A  - p  I ) . ]  1 1 / 2  

[(A - p ’ + i ) ! ( p ‘ - j ) ! ( q ’ - i ) ! ( p  - q ’ - k ) ! ]  1‘2  

yk (A + I ) !  ( p  - q ’ ) ! j !  
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